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Nella classe 5B di sono 25 studenti, dei quali 15 sono "bravi" in matematica e 10 sono "deboli".
La probabilità che uno studente bravo raggiunga la sufficienza in una verifica è 0.8. la probabilità 
che la raggiunga uno studente debole è 0.4.
Oggi gli studenti della 5B hanno svolto una verifica di matematica; l'insegnante correge le prove in 
ordine casuale.
a) Qual è la probabilità che i primi due compiti che verranno corretti siano sufficienti?
b) Sapendo che i primi due compiti che sono stati corretti hanno riportato un voto sufficiente, qual è 
la probabilità che anche per il terzo compito che sarà corretto avvenga lo stesso?
c) Qual è la probabilità che il terzo compito che viene corretto riporti un punteggio sufficiente, suppo-
nendo questa volta di non sapere nulla dei primi due?
Soluzione
a) Serve innanzitutto calcolare la probabilità che i primi due compiti che vengono corretti 
provengano da due studenti “bravi” (bb), oppure da due “deboli” (dd) oppure uno bravo e uno 
debole (bd).  Facilmente abbiamo
P(bb) = 1525 * 1424 = 720 ; P(dd) = 1025 * 924 = 320 ; P(bd) = 2* 1525 * 1024 = 12 .
In corrispondenza di ciascuna delle tre possibili combinazioni calcoliamo la probabilità che entrambi 
i compiti siano sufficienti (evento (ss)), e compiliamo il seguente schema:
Allora:
P(ss) = 0.224 + 0.16 + 0.024 =0,408
b) Come per (a), serve calcolare la probabilità che i primi due compiti che vengono corretti 
provengano da due studenti “bravi” (bb), oppure da due “deboli” (dd) oppure uno bravo e uno 
debole (bd); queste probabilità ora sono condizionate dell’informazione che i due compiti hanno 
riportato una votazione sufficiente.  Ci servono quindi le probabilità condizionali
P((bb) (ss)); P((bd) (ss)); P((dd) (ss)) .
le quali valgono:
P((bb) (ss)) = P((bb)(ss))P(ss) = 0.2240.408 = p1;
P((bd) (ss)) = P((bd)(ss))P(ss) = 0.160.408 = p2;
P((dd) (ss)) = P((dd)(ss))P(ss) = 0.0240.408 = p3;
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Disponendo dell’informazione che i primi due compiti sono sufficienti, abbiamo la seguente 
descrizione degli eventi:
quindi la probabilità che, avendo avuto voto sufficiente i primi due compiti, avvenga lo stesso anche 
per il terzo compito, è uguale a
�� * ���� * ��� + �� * ���� * ��� + �� * ���� * ��� + �� * ��� * ��� + �� * ���� * ��� + �� * ��� * ���
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c) La domanda è molto più semplice della precedente; non avendo alcuna informazione su autori ed 
esito dei primi due compiti corretti, “il terzo compito corretto” è un compito a caso scelto tra i 25 
consegnati, senza alcuna informazione aggiuntiva. Allora:
e quindi la probabilità che il terzo compito sia sufficiente è 0.48 + 0.16 = 0.64 .
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Un giocatore lancia ripetutamente un dado regolare, e vincerà un premio quando realizzerà per tre 
volte consecutive lo stesso punteggio (tre volte 1, oppure tre volte 2, ecc.).  Chiamiamo “stato” dopo 
n lanci il numero k (1 ≤ k ≤ 3) di punteggi uguali consecutivi ottenuti nell’ultimo lancio e quelli che lo 
precedono immediatamente; per esempio:
sequenza 2,5,3,3,2,4 ⟶ stato 1
sequenza 3,5,3,3,2,4,1,2,2 ⟶ stato 2
sequenza 2,5,3,3,2,4,1,1,5,6,6,6 ⟶ stato 3
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Se si raggiunge lo stato 3 il gioco è vinto, quindi in tale stato si permane perché il gioco ha termine.
a) Scrivere la matrice di transizione della catena di Markov che descrive l’evoluzione degli “stati” 
così descritti; classificare gli stati (ricorrenti, transitori, assorbenti).
b) Constatato che c’è un solo stato assorbente, calcolare il tempo medio per raggiungerlo (qui, “tempo”=numero di lanci necessari per raggiungere lo stato assorbente).
c) Tranne il lancio iniziale (“lancio numero zero”) che è gratuito, il “banco” richiede il pagamento di 
0.001 Euro per il lancio numero 1 (il primo dopo quello “numero zero”),  0,002 Euro per il lancio 
numero 2, 0,004 Euro per il lancio numero 2, ... 0, 001*2n-1 Euro per il lancio numero n, ecc.  
Tenendo presente il risultato di (b), dire a quanto deve ammontare il premio pagato al giocatore al 
raggiungimento dello stato 3, affinché il gioco sia (in teoria...) equo.
Soluzione
a) Tenendo presente le regole del gioco, si ottiene la seguente matrice di transizione P:
�
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Si nota subito che gli stati 1 e 2 sono transitori perché essi comunicano con lo stato 3, il quale non 
comunica con 1 né con 2.  Invece lo stato 3 è assorbente.
b) Il gioco ha certamente inizio dallo stato 1, quindi ciò che interessa calcolare è τ1, valore medio 
della variabile τ (numero di transizioni necessarie per raggiungere lo stato 3), sotto la condizione 
X0 = 1.  Indicata poi con τ2 la media di τ  sotto la condizione X0 = 1, valgono le relazioniτ1 = 1 + p1,1 τ1 + p1,2 τ2    e     τ2 = 1 + p2,1 τ1 + p2,2 τ2
e sostituendo i valori di p1,1 = 56 , p1,2 = 16 , p2,1 = 56 , p2,2 = 0, otteniamo il sistemaτ1 = 1 + 56 τ1 + 16 τ2    ;     τ2 = 1 + 56 τ1
�����τ� ⩵ � + �� τ� + �� τ�� τ� == � + �� τ�� {τ�� τ�}{{τ� → ��� τ� → ��}}
Il valore che qui interessa è τ1 = 42.
c) La spesa media che il giocatore deve sostenere per giungere all’incasso del premio promesso, in 
base al risultato di (b) è
0.001*∑k=141 2k-1 = 0.001* 1-2421-2 = 0.001*242 - 1
�����* ��� - �
������� × ���
Questo è l’importo (davvero ingente!) del premio che il banco deve, in teoria, offrire al giocatore, 
quando egli raggiunge il successo.  In realtà, un gioco simile non è attraente né per il giocatore, che 
rischia di dovere investire una somma enorme per concludere il gioco, oppure ritirarsi in anticipo, 
perdendo quanto ha speso fino a quel momento; è assai rischioso anche per il banco, che rischia 
con una probabilità non irrisoria di dovere pagare il favoloso premio a un giocatore fortunato che 
vince in poche mosse: la probabilità di vincere con due soli tiri (dopo il “tiro zero”) è 
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piccola, ma non irrisoria; in questo caso il giocatore riceverebbe il premio avendo pagato soltanto 
0.003 Euro,  cioè 0 Euro, perchè il taglio minimo della moneta è 0.01.
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Alice, che compie oggi 30 anni, riceve 10.000 Euro in prestito da una banca.  La restituzione 
avverrà in 20 rate annuali posticipate di uguale importo, la prima tra un anno da oggi.  Il pagamento 
di ciascuna rata è condizionato all'esistenza in vita di Alice, cioè se Alice  orirà prima del pagamento 
di tutte le 20 rate, la banca non riceverà più nulla.  Indichiamo con i il tasso applicato dalla banca, 
con v = 11+i  il coefficiente di sconto.
a) Calcolare la probabilità che tutte le rate siano pagate.
b) Calcolare in funzione dei valori delle tavole di mortalità l'importo di ciascuna rata (la somma delle 
speranze matematiche dei valori attuali delle rate deve essere uguale a 10.000).  È sufficiente 
scrivere la formula, senza sostituire i simboli delle tavole con i valori numerici ivi riportati.
Soluzione
a) La probabilità richiesta è quella che Alice sia in vita tra 20 anni, quando ne compirà 50.  Essa valeℓ��ℓ�� = ������������
��������
b) Indicato con R l'importo di ciascuna rata, il valore attuale della rata che sarà pagata tra k anni è 
R*vk.  La probabilità che la banca riceva effettivamente questo pagamento è quella che Alice sia in 
vita tra k anni, che vale ℓ��+�ℓ�� ; quindi la speranza matematica del valore attuale della k-esima rata è 
R*vk * ℓ30+kℓ30 ; quindi deve essere ∑k=120 R*vk * ℓ30+kℓ30 = 10 000; quindi
R = 10000∑k=120 R*vk* ℓ30+kℓ30 .
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Mario è un bravo calciatore, ma troppo spesso commette falli o irregolarità; in 80 delle 250 partite 
ufficiali che ha disputato è stato ammonito o espulso.
a) Calcolare un intervallo di confidenza al 95%, con estremo inferiore 0, per la probabilità p che 
Mario meriti una sanzione (ammonizione o espulsione) in una generica partita in cui scende in 
campo.
b) Determinare q tale che: sia almeno q la probabilità che Mario non subisca alcuna sanzione in 5 
partite da lui disputate.
Soluzione
a) Lo stimatore naturale per p è la frequenza relativa
� = ������
����
Un intervallo di confidenza per p al livello 1 - α = 0.95, del tipo desiderato, è 0, x +ϕ1-α x1-xn , 
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con ϕ1-α quantile di livello 1 - α per N(0, 1) e n dimensione del campione, per noi 250; ϕ1-α=ϕ0.95 
valeϕ���� =��������[������������������[�� �]� ����]
�������
quindi l’estremo superiore dell’intervallo di confidenza per p è
�� = � + ϕ���� �* � - ����
��������
b) Siano A, B gli eventi:
A) p ≤ p1
B) Mario non subisce alcuna sanzione in 5 partite
Allora abbiamo:
P(B) ≥P(B⋀A) = P(A)*P(B A) ≥ 0.95*(1 - p1)5
perché se è verificato A, allora 1 - p ≥ 1 - p1;  1 - p è la probabilità che Mario termini una partita 
senza subire sanzioni.  Il valore ottenuto è il q richiesto, e vale
� = ���� * (� - ��)�
���������
Non molto, come si poteva prevedere.
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Per valutare l’efficacia di un determinato piano di allenamento nel nuoto, otto atleti misurano il 
tempo impiegato per coprire la distanza di 100 metri, prima e dopo un mese di allenamento sec-
ondo il programma stabilito.  I tempi (misurati in secondi) sono:
��� = �� �� �� �� �� �� �� �� ������� �� �� �� �� �� �� �� (����) �
a) Stabilire se si può ritenere al livello 5% che il programma di allenamento è stato efficace, cioè se 
il tempo medio impiegato per coprire 100 metri è diminuito; verificare cioè se i dati sperimentali 
consentono di rifiutare al livello 5% l’ipotesi µ(prima) ≤ µ(dopo) (test unilaterale).
b) Calcolare il livello di significatività del test, con interpolazione dei dati delle tavole relative al 
problema in esame.
Soluzione
a) La variabile su cui dobbiamo lavorare è Z = X - Y, essendo X il “tempo impiegato da ciascun 
atleta prima del ciclo di allenamento”, Y il “tempo impiegato dopo”.  I valori campionari di Z sono le 
differenze Xi - Yi, essendo Xi e Yi i valori della tabella data sopra:
������ = �����[���[[�]][[�]] - ���[[�]][[�]]� {�� �� �}]{�� �� -�� �� �� -�� �� �}
La media campionaria e la varianza corretta corrispondenti a questi valori sperimentali sono
� = �[����[������]]
���
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cosicché lo stimatore dello scarto quadratico medio è
� = ��
������
Supponiamo X e Y distribuite normalmente; detta µZ = µ(prima) - µ(dopo), (valore sconosciuto!) la 
variabile 8 z-µZs  ha distribuzione di Student con 7 gradi di libertà.
L’ipotesi che si vorrebbe confutare è: µZ ≤ 0.  La statistica da usare è il numero T = 8 zs .  Un 
intervallo di rifiuto al livello α per questa ipotesi, relativo alla statistica T, è ] t1-α(7), +∞[.  Nel caso 
attuale abbiamo scelto α = 0.05, quindi
��-α(�) =��������[��������������������[�]� ����]
�������
Il valore di T corrispondente ai dati sperimentali è
� = � ��
�������
il quale appartiene all’intervallo di rigetto; l’ipotesi viene rifiutata, al livello 5%, vale a dire che è 
confermata, a questo livello, l’efficacia del programma di allenamento.
b) Il livello di significatività del test che ha fornito i valori indicati sopra è α tale che t1-α(7) = T  
(s’intende qui il valore sperimentale di T, cioè 2.41523), dunque 1-α è il valore della funzione ripar-
tizione di t con 7 gradi di libertà, in corrispondenza dell’argomento 2.41523, che vale
���[��������������������[�]� �]
��������
cosicchéα = � - ���[��������������������[�]� �]
���������
Il livello di significatività del test effettuato è dunque 2.32%.
Il calcolo approssimato del livello di significatività del test avviene per interpolazione dei dati disponi-
bili sulle tavole:
�� =��������[��������������������[�]� �����]
�������
�� =��������[��������������������[�]� ����]
�������
e allora l’approssimazione di 1 - α è
����� + ���� - ������� - �� (� - ��)
��������
da cui l’approssimazione di α fornita da
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leggermente superiore al valore esatto.
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Di una determinata località di montagna si dice che ogni giorno ci sia uguale probabilità che piova, 
che ci sia il sole, che il cielo sia coperto senza pioggia.  Per controllare l’attendibilità di questa 
affermazione si prende nota per 180 giorni delle condizioni meteorologiche, con questi risultati:
�����=  ������� ���� ���������� �� �� 
a) Stabilire al livello del 5% se i valori ottenuti sono tali da rifiutare l’ipotesi di equiprobabilità delle tre 
condizioni meteo.
b) Determinare il minimo valore del numero m di giorni tale che: se si fossero ottenute in una osser-
vazione di m giorni le stesse frequenze relative del caso illustrato di pioggia, sole, nuvole, si 
sarebbe dovuta rifiutare l’ipotesi.
Soluzione
a) Serve innanzitutto calcolare le frequenze relative di pioggia, sole, nuvole, dividendo per n = 180 i 
valori delle frequenze assolute:
��������=  ������� ���� ���������������� �������� ��� 
Le probabilità “teoriche” di ciascuna delle tre situazioni sono ciascuna uguale a 13 ; le rispettive stime 
sono le frequenze relative calcolate sopra:
{��������}={��������� ��������� ���}
La variabile Tn = n∑k=13 f[[k]]- 13 21
3
 ha (approssimativamente) distribuzione χ2(2), cioè ChiQuadro con 
3-1=2 gradi di libertà; attualmente n = 180, cosicché il valore sperimentale di Tn è
���� = ���
�=�
� � [[�]] - �� �
�
�
�������
La regione di rifiuto al livello α dell’ipotesi di equiprobabilità è  χ1-α2 (2), +∞[; con α = 0.05 si trova 
l'intervallo ] 5.9915, +∞[.  Il valore sperimentale ottenuto per T180 non appartiene a tale intervallo; 
quindi non ci sono elementi sufficienti per rifiutare l'ipotesi al livello 5%.
b) Se le frequenze relative di pioggia, sole, nuvole in una osservazione di m giorni prendono ancora 
i valori f1, f2, f3 calcolati sopra, il valore della statistica-test Tm è
�� =�
�=�
� � [[�]] - �� �
�
�
��������� �
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Questo risultato conduce al respingimento dell'ipotesi al livello 5% se è superiore al quantile χ1-α2 (2) = 5.9915
�����[��������������������� � == ������� �]{{� → ������}}
Perciò il minimo valore di m che, con queste frequenze relative, conduce al rifiuto dell'ipotesi è 356.
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